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30. Elo˝szo´
A ve´ges testekkel koordina´ta´zott terek to¨bb okbo´l is figyelemre me´lto´ak.
Csoportelme´leti szempontbo´l, mert to¨bb olyan fontos csoport van, mely
terme´szetes mo´don sze´pen hat egy ve´ges geometria´n, vagy annak vala-
mely re´szhalmaza´n. Kombinatorikus szempontbo´l, mert to¨bb extrema´lis
proble´ma´ra szolga´ltatnak megolda´st. Ko´delme´leti szempontbo´l, mert belo˝lu¨k
nagyon jo´ parame´terekkel b´ıro´ hibajav´ıto´ ko´dok nyerheto˝k. Kriptogra´fiai
szempontbo´l, mert to¨bb titkos´ıto´ mo´dszer is e´pu¨l ve´ges terekben definia´lt
struktu´ra´kra. Ve´gu¨l geometriai szempontbo´l, mert sza´mos klasszikus geo-
metriai ke´rde´s keru¨l u´j megvila´g´ıta´sba, amikor ve´ges test feletti analogonja´t
vizsga´ljuk.
Dolgozatomban ve´ges testekkel koordina´ta´zott (vektor-, affin- e´s pro-
jekt´ıv) terek kombinatorikusan definia´lt re´szstruktu´ra´ival foglalkoztam. Ezen
a teru¨leten a tipikus gondolatmenet/munkaterv a ko¨vetkezo˝. Definia´lunk
egy struktu´ra-oszta´lyt, mely leggyakrabban bizonyos metsze´si tulajdonsa´gu´
ponthalmazokbo´l a´ll. Pe´lda´ul ilyenek a lefogo´ ponthalmazok (melyeket min-
den egyenes legala´bb 1 pontban metsz), vagy a´ltala´ban a k-lefogo´halmazok
(melyeket minden k kodimenzio´s alte´r metsz), vagy a s´ıkbeli ı´vek (melyeket
minden egyenes legfeljebb 2 pontban metsz). Ezuta´n megne´zzu¨k, hogy az
adott oszta´lyba tartozo´ struktu´ra´k (ponthalmazok) me´rete milyen e´rte´keket
vehet fel, ezen belu¨l mi a legkisebb, ill. legnagyobb e´rte´k. A ko¨vetkezo˝
le´pe´sben klasszifika´ljuk az ilyen sze´lso˝ e´rte´kekhez tartozo´ pe´lda´k szerkezete´t:
ezek az extre´m konstrukcio´k gyakran ,,sze´pek”. Ve´gezetu¨l bela´tjuk, hogy ,,a
sze´pse´g maga´nyos”, azaz hogy az extre´m/sze´p pe´lda´k ,,stabilak”: ha tala´lunk
egy hozza´ ,,ko¨zeli” ma´sik pe´lda´t (itt a ko¨zelse´g a´ltala´ban me´retet, ritka´bban
a struktu´ra´t le´ıro´ tulajdonsa´g ,,majdnem teljes´ıte´se´t” jelenti), akkor az a
ma´sik pe´lda valo´ja´ban kis va´ltoztata´sokkal ,,kijav´ıthato´”, azaz pl. keve´s pont
to¨rle´se´vel/hozza´ada´sa´val a sze´p/extrema´lis pe´lda´hoz jutunk.
A dolgozat te´ma´ja a fenti proble´mat´ıpus tala´n legero˝sebb mo´dszere´nek,
a polinomos mo´dszernek a bemutata´sa. A mo´dszer kezdetei a hetvenes e´vek
eleje´re nyu´lnak vissza, Re´dei, Jamison, Lova´sz, Schrijver, Bruen voltak az
elso˝ alkalmazo´i. A gondolat terme´szetes: rendelju¨nk hozza´ a specia´lis kom-
binatorikus/geometriai tulajdonsa´ggal b´ıro´ struktu´ra´hoz/ponthalmazhoz egy
(tipikusan to¨bbva´ltozo´s, ve´ges test felett definia´lt) polinomot. Vizsga´ljuk
meg, hogy az eredeti specia´lis tulajdonsa´g milyen polinom-tulajdonsa´got
eredme´nyez. Ezuta´n jellemezzu¨k az ilyen tulajdonsa´gu´ polinomokat. (Ez
szokott nehe´z lenni.) Ve´gu¨l a kapott polinomos eredme´nyt ,,ford´ıtsuk vissza”
az eredeti, kombinatorikus/geometriai nyelvre.
A mo´dszer kezdeti alkalmazo´i a polinomok egyu¨tthato´it vizsga´lta´k, ennek
egyik ira´nyzata volt a Re´dei ko¨nyve´bo˝l kino¨vo˝ ,,he´zagos polinomos” mo´dszer.
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4Ez a 90-es e´vek ve´ge´re e´rte el csu´cspontja´t, egyszersmind a hata´rait is. Ek-
kor kezdo˝do¨tt a ko¨vetkezo˝ korszak, Szo˝nyi Tama´snak ko¨szo¨nheto˝en, aki a
s´ıkbeli proble´ma´kbo´l nyert polinomokat mint algebrai s´ıkgo¨rbe´ket kezdte
haszna´lni. Ebben az o˝s-o¨tlet me´g az o¨tvenes e´vekbo˝l, Segre-to˝l valo´, de
Segre go¨rbe´i ma´sok, nem algebrai, hanem geometriai defin´ıcio´bo´l jo¨nnek, e´s
nehezebben kezelheto˝ek. A te´ma mai a´lla´sa: a mo´dszer ha´romfele´ a´gazott,
Szo˝nyi e´s Weiner egy rezulta´nsokra e´pu¨lo˝ technika´val, Ball a Segre-mo´dszer
u´jrae´rtelmeze´se´vel e´rt el a ko¨zelmu´ltban sze´p eredme´nyeket. Egy harmadik
u´tro´l szo´l a dolgozat 14. szakasza, erro˝l kicsit lejjebb ı´rok.
Az elo˝szo´ ve´ge´n a ko¨nnyebb olvashato´sa´g kedve´e´rt megadok pa´r defin´ıcio´t,
jelo¨le´st. GF(q) mindig egy q elemsza´mu´ ve´ges test, q = ph pr´ımhatva´ny, p a
karakterisztika. E test felett definia´lt projekt´ıv n-dimenzio´s teret PG(n, q)-
val, az affin teret AG(n, q)-val jelo¨lju¨k. PG(n, q)-nak qn + qn−1 + ... + q + 1,
AG(n, q)-nak qn pontja van. A projekt´ıv teret u´gy ke´pzelju¨k, mint az af-
fin te´rnek e´s egy ,,idea´lis hipers´ıknak” az unio´ja´t, ez uto´bbit H∞-vel jelo¨lju¨k,
pontjait pedig idea´lis pontoknak vagy ira´nyoknak h´ıvjuk. Az affin te´r pontjait
vektorte´r-koordina´ta´kkal, a projekt´ıv te´r pontjait homoge´n koordina´ta´kkal
ı´rjuk le, azaz (a1, a2, ..., an) ∈ AG(n, q) ill. (a1, a2, ..., an+1) ∈ PG(n, q). A pro-
jekt´ıv te´r hipers´ıkjaira szinte´n homoge´n, szo¨gletes za´ro´jelbe ı´rt koordina´kat
haszna´lunk: [x1, x2, ..., xn+1], e´s egy pont illeszkedik egy hipers´ıkra, ha a ko-
ordina´ta-vektoraik skala´rszorzata
∑
aixi = 0.
Az affin AG(n, q) te´r egy U ponthalmaza a´ltal meghata´rozott ira´nyok : az
U -bo´l vett pontpa´rok a´ltal meghata´rozott egyenesek idea´lis pontjai.
A PG(n, q) projekt´ıv te´r k-lefogo´halmaza´nak nevezu¨nk egy olyan pont-
halmazt, mely minden k-kodimenzio´s alteret metsz.
Az ala´bbiakban igyekeztem a dolgozat te´tel- (e´s egye´b) sorsza´mait, elne-
veze´seit haszna´lni.
1. A ha´tte´r
A dolgozat elso˝ ne´ha´ny (4-8) szakasza´ban a te´mako¨rho¨z szu¨kse´ges
ha´tte´rismereteket gyu˝jto¨ttem o¨ssze. Ez a re´sz is tartalmaz kisebb-nagyobb u´j
eredme´nyeket, valamint nehezen ele´rheto˝, esetenke´nt ,,folklo´r” eredme´nyeket.
Mindebbo˝l kiemelne´m az 5. szakaszt.
A dolgozat (e´s a te´mako¨r) legfontosabb fogalma a Re´dei-polinom.
Legyen S egy ponthalmaz PG(n, q)-ban. Ennek Re´dei-polinomja
RS(X1, X2, ..., Xn+1) =
R(X1, X2, ..., Xn+1) :=
∏
(a1,...,an+1)∈S
(a1X1 + a2X2 + ...+ an+1Xn+1).
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5Ez teha´t egy teljesen reducibilis polinom, amelybe behelyettes´ıteni a te´r
[x1, x2, ..., xn+1] hipers´ıkjait szoktuk. R(x1, x2, ..., xn+1) pontosan akkor lesz
0, ha a behelyettes´ıtett hipers´ık metszi S-et, so˝t, mivel R mint algebrai hiper-
felu¨let (a dua´lis n-dimenzio´s projekt´ıv te´rben) e´ppen a linea´ris faktorainak
megfelelo˝ hipers´ıkok unio´ja, eze´rt a (dua´lis) te´r (x1, x2, ..., xn+1) pontja´nak
multiplicita´sa R-en nyilva´n annyi, aha´ny pontban az [x1, x2, ..., xn+1] hipers´ık
metszi S-et. Specia´lisan pl. ha S lefogo´halmaz a hipers´ıkokra ne´zve, akkor R
minden helyettes´ıte´sre eltu˝nik, az ilyen polinomok pedig ko¨nnyen jellemez-
heto˝ek (la´sd ke´so˝bb).
Egy e´rdekes pe´lda az ala´bbi:
Result 5.7. (SzP) Legyen S az X2 − Y Z egyenletu˝ ku´pszelet PG(2, q)-ban.
Ekkor S Re´dei-polinomja
RS(X, Y, Z) = Y
∏
t∈GF(q)
(tX + t2Y + Z) = Y (Zq + Y q−1Z − C q−1
2
Y
q−1
2 Z
q+1
2 −
−C q−3
2
X2Y
q−3
2 Z
q−1
2 − C q−5
2
X4Y
q−5
2 Z
q−3
2 − ...− C1Xq−3Y Z2 − C0Xq−1Z),
ahol Ck =
1
k+1
(
2k
k
)
a h´ıres Catalan-sza´mok.
Szinte´n az 5. szakaszban tala´lhato´ a Re´dei-polinom deriva´ltjairo´l e´s
Hasse-deriva´ltjairo´l egy re´szletes elemze´s.
A dolgozat su˝ru˝bb re´sze a 9. szakaszban kezdo˝dik. Itt elo˝szo¨r egy
a´ltala´nos se´ma´t va´zolunk fel, e´s ı´zel´ıto˝t adunk a klasszikus go¨rbe´s stabilita´si
eredme´nyek st´ılusa´bo´l. I´me ko¨zu¨lu¨k ne´ha´ny pe´lda:
Result 9.1. (Szo˝nyi) Legyen B ⊂ PG(2, q) egy olyan lefogo´halmaz, amely
,,majdnem Re´dei t´ıpusu´”, azaz |B ∩ AG(2, q)| = q + ε affin pontja van, ε <√
q/2. (A ,,Re´dei t´ıpusu´” azt jelentene´, hogy ε = 0.) Ekkor B-bo˝l ki lehet
to¨ro¨lni ε affin pontot u´gy, hogy a marade´k me´g mindig lefogo´halmaz (e´s persze
ma´r Re´dei-fe´le) legyen.
Result 9.2. (SzP) Legyenek fi(T ), i = 1, ..., q− ε legfeljebb d-edfoku´ polino-
mok, e´s tegyu¨k fel, hogy {(t, fi(t)) : t ∈ GF(q)} grafikonjaik pa´ronke´nt disz-
junktak. Ekkor ha ε < c
√
q akkor tala´lhatunk tova´bbi fq−ε+1(T ), ..., fq(T ),
szinte´n legfeljebb d-edfoku´ polinomokat u´gy, hogy ezen q polinomgrafikon
part´ıciona´lja az AG(2, q) affin s´ıkot.
Megjegyezzu¨k, hogy itt, kis mo´dos´ıta´ssal a foksza´mfelte´tel helyett
kiko¨thetju¨k azt is, hogy a polinomok egy elo˝re ro¨gz´ıtett polinom-alte´rbo˝l
valo´k legyenek.
Ide kapcsolo´dik, mint klasszikus jellegu˝ stabilita´si eredme´ny, a 13. szakasz
anyaga.
Adott PG(3, q)-ban egy ku´p (azaz egy s´ıkban q + 1 pont, a ku´p alapja, a
s´ıkon k´ıvu¨l egy V pont, a ku´p csu´csa, ekkor a ku´p az alap pontjait a csu´ccsal
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6o¨sszeko¨to˝ egyenesek unio´ja, q(q + 1) + 1 pont). Ha az alap egy ma´sodrendu˝
s´ıkgo¨rbe, kvadratikus ku´pnak h´ıvjuk. Egy ku´p flockja: a csu´csto´l ku¨lo¨nbo¨zo˝
pontok part´ıcio´ja q diszjunkt s´ıkmetszetre, azaz a ku´p pala´stja´t q darab,
az alappal hasonlo´ s´ıkidomra part´ıciona´ljuk. Erre egy leheto˝se´g: egy fix, a
ku´pto´l diszjunkt egyenesen a´tmeno˝ s´ıkokkal felszeletelni a ku´pot (u´n. linea´ris
flock). A ke´rde´sek: van-e ma´s, illetve ha ma´r tala´ltunk q − ε diszjunkt
s´ıkmetszetet (parcia´lis flock), akkor az mindig kiege´sz´ıtheto˝-e flock-ka´, ha
ε ele´g kicsi (stabilita´s, kiege´sz´ıtheto˝se´g). A ke´rde´s nem o¨nmaga´e´rt valo´,
sza´mtalan geometriai proble´ma ekvivalens vagy visszavezetheto˝ a flock-os
ke´rde´sekre (ma´r a kapcsolo´da´si viszonyoknak is ku¨lo¨n irodalma van): ide kap-
csolo´dnak PG(3, q) bizonyos egyenes-part´ıcio´i (spread), transzla´cio´s´ıkok, q-
kla´nok, ela´cio´s a´ltala´nos´ıtott ne´gyszo¨gek, PG(2, q) ova´lis-seregei (herd), stb.
Kvadratikus ku´pra a specia´lis q = 2h esetben Storme e´s Thas (ma´s te´telek
alkalmaza´sa´val) bebizony´ıtotta´k a fent le´ırt kiege´sz´ıtheto˝se´get ε ≤ √q ill.
ε ≤ √2q esete´n, atto´l fu¨ggo˝en, hogy q ne´gyzetsza´m vagy sem, de a´ltala´nos
q-ra semmit sem tudtunk. Kvadratikus ku´pra sikeru¨lt a´ltala´nos egye´rtelmu˝
kiege´sz´ıtheto˝se´get bizony´ıtanom, ha ε ≤ 1
4
√
q, illetve q = p pr´ım esete´n ha
ε ≤ 1
40
p + 1. Majd ezt a´ltala´nos´ıtottam arra az esetre, ha a ku´p alapja
az {(1, t, td) : t ∈ GF(q) ∪ {∞}} homoge´n s´ıkgo¨rbe. Ekkor az analo´g
korla´t ε ≤ b 1
d2
√
qc lesz. A bizony´ıta´saim teljesen ku¨lo¨nbo¨znek a Storme–
Thas-fe´le ,,geometriai” u´tto´l, elemi szimmetrikus polinomokra e´s algebrai
go¨rbe´kre e´pu¨lnek, le´nyege´ben a fentebb, ill. a 9. szakaszban le´ırt klasszikus
e´rtelemben. A kapott eredme´nyek to¨bb esetben direkt mo´don a´tford´ıthato´k
a fent eml´ıtett kapcsolo´do´ struktu´ra´k stabilita´si eredme´nyeive´.
2. Ira´nyok e´s lefogo´halmazok
A dolgozat nagyobbik re´sze ira´nyokkal e´s lefogo´halmazokkal foglalkozik. Az
affin AG(n, q) te´r egy U ponthalmaza a´ltal meghata´rozott ira´nyok : az U -
bo´l vett pontpa´rok a´ltal meghata´rozott egyenesek idea´lis pontjai. A klasszi-
kus, Re´deito˝l sza´rmazo´ ke´rde´s az volt, hogy ha´ny ira´nyt hata´roz meg egy
f : GF(q) → GF(q) fu¨ggve´ny grafikonja, azaz a q elemu˝ {(x, f(x)) :
x ∈ GF(q)} ⊂ AG(2, q) ponthalmaz. Itt az ira´nyok nyilva´n az f(x)−f(y)
x−y
ku¨lo¨nbse´gi ha´nyadosoknak felelnek meg. Az eredeti ira´nyproble´ma´t Re´dei
Abel-csoportok (Po´lya-fe´le) faktoriza´cio´s ke´rde´seihez kapcsolo´dva kezdte
vizsga´lni, de rengeteg az alkalmaza´s, pl. a lefogo´halmazokat, permuta´cio´s
polinomokat, Paley-gra´fok automorfizmusait vizsga´lo´k is ko¨to¨ttek itt ki.
Ha AG(2, q) egy q-elemu˝ ponthalmaza´hoz hozza´vesszu¨k az a´ltala meg-
hata´rozott D ⊆ H∞ ira´nyhalmazt, akkor a kapott ponthalmaz a s´ık minden
egyenese´t lefogja. Az ilyen lefogo´halmazokat nevezzu¨k Re´dei t´ıpusu´aknak.
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7Ezek extrema´lisak abban az e´rtelemben, hogy PG(2, q) tetszo˝leges B le-
fogo´halmaza legala´bb q affin pontot kell tartalmazzon, e´s egyenlo˝se´g esete´n
a B∩AG(2, q) a´ltal meghata´rozott ira´nyoknak is B-ben kell lenniu¨k (azaz ha
minima´lis lefogo´ volt, akkor Re´dei-fe´le).
2.1. Ira´nyok e´s kis lefogo´halmazok
A PG(n, q) projekt´ıv te´r k-lefogo´halmaza´nak neveztu¨nk egy olyan ponthal-
mazt, mely minden k-kodimenzio´s alteret metsz. Ko¨nnyu˝ la´tni, hogy a
legkisebb ilyen egy k-dimenzio´s projekt´ıv alte´r ponthalmaza, mely teha´t
qk+qk−1+...+q+1 elemu˝. Kis k-lefogo´halmaznak a legfeljebb kb. ma´sfe´lszer
ekkora, 3
2
(qk + 1)-ne´l kisebb lefogo´halmazokat szoka´s h´ıvni, e´s vila´gos, hogy
csak a (tartalmaza´sra ne´zve) minima´lisak e´rdekesek. Az 1970-es e´vek o´ta
ke´rde´s, e´s a mai napig megoldatlan ezek teljes le´ıra´sa, me´g a PG(2, q), k = 1,
azaz s´ıkbeli egyeneslefogo´k esete´n is. Re´dei La´szlo´ konstrua´lt olyan (Re´dei
t´ıpusu´) lefogo´halmazokat a s´ıkban, melyek egy keve´s ira´nyt (ku¨lo¨nbse´gi
ha´nyadost) meghata´rozo´ GF(q) → GF(q) fu¨ggve´nygrafikon pontjaibo´l e´s az
a´ltaluk meghata´rozott egyenesek meredekse´geibo˝l, mint idea´lis egyenesen
le´vo˝ ponthalmazbo´l a´lltak. Hosszu´ ideig tartotta maga´t az a Blokhuis-to´l
sza´rmazo´ sejte´s, hogy minden s´ıkbeli kis lefogo´halmaz Re´dei-fe´le. A Re´dei-
fe´le´ket Ball, Blokhuis, Brouwer, Storme e´s Szo˝nyi (BBBSS) egy rafina´lt poli-
nomos mo´dszer seg´ıtse´ge´vel le´nyege´ben teljesen le is ı´rta a ko¨vetkezo˝ mo´don.
Vegyu¨nk GF(q)-ban, q = ph, egy GF(pe) re´sztestet. Va´lasszunk ki az affin
s´ıkon h/e darab, a re´sztest felett fu¨ggetlen vektort, e´s legyen U ezek ge-
nera´tuma a re´sztest felett, ı´gy q affin pontot kapunk. Vegyu¨k hozza´juk a
meghata´rozott ira´nyokat. Pontosan ilyen alaku´ lesz minden kis minima´lis
Re´dei-fe´le lefogo´halmaz (azaz egy q+3
2
-ne´l kevesebb ira´nyt meghata´rozo´ affin
q-elemu˝ ponthalmaz, ira´nyostul) BBBSS szerint.
Ezt a te´telt sikeru¨lt kiterjesztenu¨nk minden dimenzio´ra a ko¨vetkezo˝
mo´don (la´sd a 12. szakaszt):
Theorem 12.10. (SzP, Storme) Legyen U ⊂ AG(n, q), |U | = qk, mely
legfeljebb q+3
2
qk−1 + qk−2 + ... + q2 + q ira´nyt hata´roz meg. Ekkor U egy
alkalmas re´sztest felett linea´ris ponthalmaz (azaz re´sztest feletti linea´ris alte´r
eltoltja).
Fentebb ma´r esett szo´ s´ıkbeli Re´dei t´ıpusu´ lefogo´halmazokro´l, e´s (re´sztest
felett) linea´ris ponthalmazokro´l. Storme-val kiterjesztettu¨k a defin´ıcio´t:
PG(n, q)-ban Re´dei t´ıpusu´ k-lefogo´halmaznak nevezu¨nk egy U ∪D ponthal-
mazt, ahol U ⊂ AG(n, q), |U | = qk, D ⊆ H∞, e´s D e´ppen az U a´ltal meg-
hata´rozott ira´nyokbo´l a´ll. Megmutattuk, hogy ı´gy valo´ban a k-kodimenzio´s
projekt´ıv altereket lefogo´ ponthalmazt kapunk, melynek ra´ada´sul a leheto˝
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8legkevesebb affin pontja van. Teha´t a leguto´bbi te´tel valo´ban a kis Re´dei-fe´le
k-lefogo´k le´ıra´sa´t adja. A dolgozat 12. szakasza´ban azt is bela´ttuk, hogy
D-nek mindig nagyon specia´lis struktu´ra´ja van, aminek egy ko¨vetkezme´nye
a k = n − 1 specia´lis esetben (egyeneslefoga´s), hogy D az idea´lis hipers´ık
ne´ha´ny hipers´ıkja´nak ((n − 2)-dimenzio´s altere´nek) unio´ja. Ez ke´so˝bb rop-
pant fontos eredme´nnye´ va´lt: Alderson e´s Ga´cs gyo¨nyo¨ru˝ te´tele´nek (mely
szerint ha egy linea´ris ko´d kiterjesztheto˝, akkor linea´risan is kiterjesztheto˝)
egyik kulcsle´pe´se lett.
Az affin terekben le´vo˝, re´sztest felett linea´ris ponthalmazok teha´t fon-
tossa´ va´ltak sza´munkra. A k-lefogo´halmazok ko¨zu¨l azok az e´rdekesek, me-
lyek nem ku´pok (mert ko¨nnyu˝ a´tte´rni a ku´p ,,alapja´nak” vizsga´lata´ra, e´s
ı´gy alacsonyabb dimenzio´ssa´ egyszeru˝so¨dik a helyzet). A parame´terek ked-
vezo˝tlen o¨sszja´te´ka viszont esetleg kike´nyszer´ıtheti, hogy egy re´sztest felett
linea´ris ponthalmaz ku´p legyen. Teha´t meg kellett ne´zni, mikor e´rdekesek, ill.
e´rdektelenek a linea´ris ponthalmazok. Erre bizony´ıtottunk egy e´les korla´tot:
AG(n, q)-ban, q = ph, ha egy GF(p)-linea´ris U ponthalmazra |U | > pn(h−1),
akkor ku´p (e´s adtunk egy Descartes-szorzat konstrukcio´t, az e´lesse´get bi-
zony´ıtando´).
Lunardon, Polito e´s Polverino konstrua´ltak Re´dei- e´s nem-Re´dei-fe´le
tova´bbi, a´ltala´nosabb, szinte´n ,,re´sztest felett linea´ris”-nak h´ıvott le-
fogo´halmazokat, ezekmagas dimenzio´s, re´sztest feletti re´szgeometria´k
vetu¨letei a s´ıkba (vagy a vizsga´lt PG(n, q)-ba); az elo˝bbi Re´dei t´ıpusu´
konstrukcio´ is ko¨ze´ju¨k tartozik (az a specia´lis eset, amikor a vet´ıtendo˝
re´szgeometria ,,affin re´sze” injekt´ıven vetu¨l az affin s´ıkba/te´rbe, az idea´lis
re´sz pedig – valahogy, mint meghata´rozott ira´nyok – az idea´lisba).
Egyszeru˝ ,,dimenzio´te´tel”-lel la´tszik, hogy PG(n, q)-ban az alkal-
masan va´lasztott parame´teru˝ PG(n′, q′) tartalmazott re´szgeometria´k k-
lefogo´halmazok; illetve kontrolla´lhato´, hogy vet´ıte´s sora´n ez a k hogy
va´ltozik, teha´t arra jutottam, hogy nemcsak arro´l van szo´, hogy ez egy u´jabb
konstrukcio´, hanem hogy valamilyen e´rtelemben ez ,,a” terme´szetes konst-
rukcio´. Eze´rt e´s az ala´bbiak miatt fogalmaztam meg a ko¨vetkezo˝ sejte´st:
Conjecture 11.1. Linearita´si sejte´s (SzP) PG(n, q)-ban minden mi-
nima´lis kis k-lefogo´ egy alkalmas re´sztest felett linea´ris halmaz.
So˝t, to¨bb jel mutat arra, hogy ennek to¨bbszo¨ro¨s lefogo´halmazokra vonat-
kozo´ analogonja is igaz lehet. Kora´bban ismert volt ma´r Szo˝nyi eredme´nye,
hogy egy minima´lis kis lefogo´ minden egyenesmetszete 1 mod p me´retu˝, ahol
p a test karakterisztika´ja. Az volt a ce´lom, hogy bebizony´ıtsam a Linea-
rita´si sejte´s ,,mine´l nagyobb re´sze´t”. Legyen PG(2, q)-ban (q = ph), B egy
kis minima´lis lefogo´halmaz, melyet minden egyenes 1 mod pe pontban metsz,
e´s e maxima´lis erre a tulajdonsa´gra ne´zve (ezt h´ıvja´k B exponense´nek). A
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Theorem 11.33. B szelo˝ egyenesei ko¨zu¨l majdnem mind pontosan pe + 1
pontban metszi B-t. (A to¨bbi persze legala´bb 2pe + 1 pontban.) Ezen ro¨vid
szelo˝k mindegyike izomorf egy PG(1, pe) egydimenzio´s re´szegyenessel, mely a
GF(pe) test felett van definia´lva. Teha´t GF(pe) re´sztest GF(q)-ban, azaz e|h.
Ez e´ppen az, amit egy linea´ris ponthalmazto´l va´runk, az kombinatoriku-
san e´ppen ı´gy ne´z ki, e´s algebrailag is majdnem teljesen ı´gy.
Ezt a s´ıkbeli eredme´nyt sikeru¨lt kiterjesztenem nagyon a´ltala´nos
forma´ban (re´szben felhaszna´lva Szo˝nyi e´s Weiner egy spektrum-eredme´nye´t):
Jelo¨lje S(q) a kis minima´lis lefogo´halmazok PG(2, q)-beli lehetse´ges
me´reteit tartalmazo´ halmazt.
Corollary 11.38. (SzP) Legyen B egy kis minima´lis, k-lefogo´ ponthalmaz
PG(n, q)-ban, q = ph, melyre |B| < 3
2
(qk + 1), illetve |B| < √2qk ha p = 2.
Ekkor
• |B| ∈ S(qk);
• ha p > 2 akkor ((|B| − 1)(qk)n−2 + 1) ∈ S((qk)n−1).
Ha p > 2 akkor le´tezik egy ege´sz e sza´m, B exponense, 1 ≤ e|h, melyre
az igaz, hogy ha egy tetszo˝leges alte´r metszi B-t, akkor 1 modulo pe pontban
metszi. |B| e´rte´ke egy bizonyos e′-ho¨z tartozo´ intervallumba kell essen, ahol
e′ ≤ e, e′|h. Tekintsu¨k azon (n − k)-dimenzio´s altereket, melyek B-t egyne´l
to¨bb pontban metszik: az ilyen szelo˝ alterek do¨nto˝ to¨bbse´ge pontosan (pe + 1)
pontban metszi B-t, e´s ezen (pe + 1) pontu´ metszetek mindegyike egy-egy
kollinea´ris ponthalmaz, mely izomorf a PG(1, pe) re´szegyenessel.
A fenti Theorem 11.33 ko¨vetkezme´nyeke´nt kapunk egy ,,t´ızsoros”
bizony´ıta´st Ball, Blokhuis, Brouwer, Storme e´s Szo˝nyi fent eml´ıtett
,,t´ızoldalas”, h´ıres te´tele´re (Corollary 11.36), illetve pontos´ıtani lehetett a
minima´lis kis lefogo´halmazok lehetse´ges me´reteire vonatkozo´ becsle´seket.
A bizony´ıta´sban a Re´deito˝l eredo˝ polinomos mo´dszert haszna´ljuk. A
mo´dszer kora´bbi ,,csu´csa´ban” Szo˝nyi az egyik polinomot mint algebrai
s´ıkgo¨rbe´t tekintette, ebbo˝l jo¨tt ki a fent ide´zett ,,1 mod p” eredme´nye. A
Theorem 11.33 itt ko¨zo¨lt bizony´ıta´sa hasznos´ıtja az algebrai helyzet szimmet-
riatulajdonsa´gait, e´s nem egy, hanem ha´rom algebrai go¨rbe´t vizsga´l egyszerre.
A ma´sik tova´bble´pe´s ha´rom u´j go¨rbe bevezete´se, melyek ege´szen va´ratlan (e´s
ma´ig nem teljesen felta´rt) tulajdonsa´gokkal b´ırnak, pl. a lefogo´halmaz e´rinto˝i
ko¨zo¨tt egy fixpontmentes leke´peze´st definia´lnak, teha´t kicsit u´gy viselkednek,
mintha a s´ık egy automorfizmusa´t definia´lna´k (kanonikus Baer-re´szs´ık esete´n
pe´lda´ul pontosan ezt teszik, az (x, y, z) 7→ (x√q, y√q, z√q) leke´peze´st adja´k).
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2.2. Stabilita´s
Az ira´nyproble´ma stabilita´si verzio´ja is re´go´ta ta´rgya vizsga´latoknak, sok al-
kalmaza´ssal. Adott PG(n, q)-ban qn−1-ne´l kicsit kevesebb vagy kicsit to¨bb
pont, az elso˝ esetben az a ke´rde´s, hogy kiege´sz´ıtheto˝-e qn−1 pontu´va´ a hal-
maz u´gy, hogy ne keletkezzen u´jabb meghata´rozott ira´ny. A ma´sodik esetben
pedig azt ke´rdezzu¨k, hogy kidobhato´-e a ,,fo¨lo¨sleg”, azaz annyi pont, hogy
e´ppen qn−1 maradjon, e´s azok maradjanak a ,,nem meghata´rozott ira´nyok”
(azon idea´lis pontok, melyeken a´tmeno˝ pa´rhuzamos egyenessereg mind a
qn−1 egyenese´n volt pontja a ponthalmaznak), akik a pontto¨rle´s elo˝tt voltak.
Mindke´t ke´rde´sre voltak kora´bbi eredme´nyek, tipikusan (i) s´ıkban e´s (ii) ero˝s
felte´tel mellett a meghata´rozott ira´nyok sza´ma´ra (Szo˝nyi et al). A dolgozat
14. fejezete az also´ stabilita´ssal foglalkozik, egy ira´nyhalmazokra vonatkozo´,
nagyon a´ltala´nos eredme´nyt, de me´g inka´bb a hozza´ vezeto˝ mo´dszert ı´rja
le. Adott AG(n, q)-ban egy qn−1 − ε pontu´ U ponthalmaz, mely a´ltal meg-
hata´rozott ira´nyok halmazaD ⊆ H∞. Azt igazoljuk, hogy (nagyon ide´zo˝jelbe
te´ve) ,,tipikusan” van kiege´szu¨le´s, azaz ha nincs, akkor a nem meghata´rozott
ira´nyok H∞-ben egy (persze ε-to´l fu¨ggo˝en) nagyon ero˝s struktu´ra´t kell al-
kossanak. A mo´dszer u´jdonsa´ga, hogy a geometriai proble´ma´t algebraiza´la´s
uta´n a dua´lis te´rben definia´lt hiperfelu¨letet ,,teljesen reducibilisen metszo˝”
hipers´ıkok nyelve´re ford´ıtja le: a ponthalmaz geometriai ,,hia´nya´nak” a dua´lis
te´rben definia´lt algebrai hiperfelu¨let felel meg. Ha erro˝l kideru¨l, hogy tar-
talmaz linea´ris faktort, akkor az egy ,,hozza´veheto˝” pontot jelent az eredeti
geometriai nyelven (e´s indukcio´val ke´szen vagyunk), ez a ce´l. Ugyanakkor
azt is tudjuk, hogy minden egyes nem-meghata´rozott ira´nynak e hiperfelu¨let
olyan specia´lis hipers´ık-metszete felel meg, mely teljesen reducibilis (azaz
(n − 2)-dimenzio´s linea´ris alterekre bomlik a hipers´ıkban). Ebbo˝l pedig, ha
a felu¨let maga nem teljesen reducibilis, a nem-meghata´rozott ira´nyok hal-
maza´nak nagyon ero˝s jellemze´se ado´dik. A dolgozatban kifejtett konkre´t
eredme´nyek a ko¨vetkezo˝k:
Theorem 14.12. (De Beule, SzP, Taka´ts) Legyen n ≥ 3, U ⊂ AG(n, q) ⊂
PG(n, q), |U | = qn−1 − 2, e´s D ⊆ H∞ az U a´ltal meghata´rozott ira´nyok
halmaza, N = H∞ \ D pedig a nem-meghata´rozott ira´nyoke´. Ekkor U-t
ki lehet ege´sz´ıteni egy U¯ ⊇ U , |U¯ | = qn−1 pontu´ halmazza´ u´gy, hogy az
ugyanazokat az ira´nyokat hata´rozza csak meg, vagy N pontjai kollinea´risak
e´s |N | ≤ b q+3
2
c, vagy N pontjai egy s´ıkbeli ku´pszeleten vannak.
Theorem 14.13. (De Beule, SzP, Taka´ts) Legyen U ⊂ AG(3, q) ⊂ PG(3, q),
|U | = q2 − ε, ahol ε < p e´s D ⊆ H∞ az U a´ltal meghata´rozott ira´nyok
halmaza, N = H∞ \ D pedig a nem-meghata´rozott ira´nyoke´. Ekkor N egy
ε4 − 2ε3 + ε foku´ s´ıkgo¨rbe´n helyezkedik el, vagy U kiege´sz´ıtheto˝ egy U¯ ⊇ U ,
|U¯ | = q2 pontu´ halmazza´.
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Ezek specia´lis eredme´nyeknek tu˝nnek, de arro´l van szo´, hogy ez ke´t olyan
eset volt, amikor ko¨nnyu˝ volt kiolvasni a hiperfelu¨let nem-faktoriza´lo´da´sa´bo´l
a nem-meghata´rozott ira´nyok jellemze´se´t. A kapott le´ıra´sbo´l a´ltala´ban is
la´tszik a nem-meghata´rozott ira´nyok specia´lis szerkezete. Ma´sre´szt a kapott
algebrai geometriai proble´ma – jellemezzu¨k azokat a hiperfelu¨leteket, me-
lyekhez sok, teljesen reducibilisen metszo˝ hipers´ık tala´lhato´ – o¨nmaga´ban is
e´rdekes, klasszikus ı´zu˝ ke´rde´s, e´s egyelo˝re megoldatlan.
2.3. Egy a´ltala´nos´ıta´s
A 15. szakaszban a klasszikus, Re´deito˝l sza´rmazo´ ira´nyproble´ma egy
a´ltala´nos´ıta´sa´t adjuk, a [SzP2func] cikk alapja´n. Az alapke´rde´s: adott
AG(n, q)-ban egy U ponthalmaz, mit mondhatunk D-ro˝l, az a´ltaluk meg-
hata´rozott idea´lis pontok (ira´nyok) halmaza´ro´l. S´ıkban, ha |U | = q e´s nincs
minden ira´ny meghata´rozva, akkor szoka´s U -ra mint egy fu¨ggve´ny grafi-
konja´ra gondolni, U = {(x, f(x)) : x ∈ GF(q)} e´s D = {f(y)−f(x)
y−x : x 6=
y ∈ GF(q)}. Ekkor egy c elem pontosan akkor van benne D¯ = GF(q)\D-ben,
ha az x 7→ f(x)− cx leke´peze´s permuta´cio´ GF(q)→ GF(q), azaz ha a c me-
redekse´gu˝ q darab pa´rhuzamos affin egyenes egy-egy pontban metszi U -t. A
disszerta´cio´ban feldolgozott cikkben a q = p pr´ım esettel foglalkoztunk. Ga´cs
kora´bban igazolta, hogy AG(2, p)-ben, ha M(f) := |D¯| ≥ 2dp−1
6
e+1 akkor f
grafikonja lefedheto˝ ke´t egyenes unio´ja´val (e´s az ilyenek ma´r kora´bban klasszi-
fika´lva voltak (Szo˝nyi), amibo˝l az ko¨vetkezett, hogy vagy M(f) ≤ 2dp−1
6
e,
vagy f linea´ris, vagy f ,,ekvivalens” az x
p+1
2 fu¨ggve´nnyel).
Elo˝szo¨r lehelletnyit megjav´ıtjuk a Ga´cs-fe´le eredme´nyt, egy hatva´nyo¨ssze-
ges felte´tel seg´ıtse´ge´vel. A bizony´ıta´s, hol ny´ıltan, hol rejtve, bizonyos poli-
nomok a´ltal fesz´ıtett vektorterek komplika´lt dimenzio´becsle´se´re, e´s az ezzel
pa´rhuzamos foksza´mbecsle´sekre e´pu¨l. A mo´dszer tudoma´sunk szerint teljesen
u´j a polinomos technika´k ko¨zo¨tt.
Ezuta´n tekintu¨nk ke´t GF(p) → GF(p) fu¨ggve´nyt, f -et e´s g-t, e´s a fenti
M(f) analogonjake´nt azt mondjuk, hogy o˝k nem hata´roznak meg bizo-
nyos ,,ira´nyokat”, valo´ja´ban a 3-dimenzio´s te´r bizonyos idea´lis egyeneseit,
me´gpedig azon (c, d) pa´rokhoz ,,tartozo´kat”, melyekre az x 7→ f(x)+ cg(x)+
dx leke´peze´s permuta´cio´ GF(p) → GF(p). Itt teha´t, a s´ıkbelihez hasonlo´
e´rtelemben, a ponthalmazunk U = {(x, f(x), g(x)) : x ∈ GF(p)} ⊂ AG(3, p),
tova´bbra is q = p pontunk van, e´s egy, az ,,ira´ny” szerepe´t ja´tszo´ idea´lis
egyenes akkor nincs meghata´rozva, ha a rajta a´tmeno˝ p affin (pa´rhuzamos)
s´ık mindegyike 1-1 pontot tartalmaz U -bo´l. A ke´rde´s, megint, M(f, g): az
ilyen (c, d) pa´rok sza´ma. A fo˝ eredme´nyu¨nk (Ball-Ga´cs-SzP), hogy ha kb.
2
9
p2-ne´l to¨bb ilyen (c, d) pa´r van, akkor az U ponthalmaz s´ıkbeli (ekkor per-
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sze a ke´rde´s ro¨gto¨n egyszeru˝ve´ va´lik). Ve´gu¨l megmutatjuk, hogy a becsle´s
aszimptotikusan e´les, ha p = 1 mod 3 pr´ım.
3. Konstans (mod p) metszetu˝ halmazok
A dolgozat 10. szakasza olyan PG(2, q)-beli ponthalmazokkal foglalkozik, me-
lyeket a s´ık egyenesei valamilyen ro¨gz´ıtett konstans sza´mu´ pontban metszik,
modulo p sza´molva. A´ltala´nossa´gban a ko¨vetkezo˝t mondhatjuk:
Theorem 10.3. Legyen adott egy ponthalmaz, S = {(ai, bi, ci) : i =
1, ..., s} = {(ai, bi, 1) : i = 1, ..., s1}∪{(aj, bj, 0) : j = s1+1, ..., s} ⊆ PG(2, q)-
ban, ekkor az ala´bbiak ekvivalensek:
(i) S minden egyenest t mod p pontban metsz, valamilyen fix t e´rte´kre;
(ii) G(X, Y, Z) =
∑|S|
i=1(aiX + biY + ciZ)
q−1 ≡ 0;
(iii) minden 0 ≤ k+ l ≤ q−1, (k+l
k
) 6= 0 mod p esete´n∑|S|i=1 aq−1−k−li bki cli =
0 (itt 00 = 1).
(iv) minden 0 ≤ k + l ≤ q − 2, (k+l
k
) 6= 0 mod p esete´n ∑s1i=1 aki bli = 0
e´s minden 0 ≤ m ≤ q − 1 esete´n ∑si=1 aq−1−mi bmi = 0.
Ahogy la´thato´, egy ilyen halmaz koordina´ta´inak rengeteg hatva´nyo¨sszege
nulla, eze´rt adtuk nekik az a´ltala´nos´ıtott Vandermonde-halmaz nevet (a ma-
gyara´zatot la´sd lentebb).
3.1. Ponthalmazok 0 mod r metszetekkel
Ennek a szakasznak a legero˝sebb eredme´nye az ala´bbi:
Theorem 10.15. (Ball, Blokhuis, Ga´cs, SzP, Weiner) Legyen 1 < r < q =
ph. Egy olyan S ⊂ PG(2, q) ponthalmaznak, mely minden egyenest 0 mod r
pontban metsz, legala´bb |S| ≥ (r − 1)q + (p − 1)r pontja van, tova´bba´ r-nek
osztania kell q-t.
Megjegyezzu¨k, hogy az eredeti cikkben e te´tel magas dimenzio´s analo-
gonja´t is igazoltuk. A te´tel ero˝sse´ge´t az ala´bbi ke´t ko¨vetkezme´ny mutatja.
Corollary 10.16. Ha egy 3 dimenzio´s ko´d su´lyainak e´s hossza´nak ko¨zo¨s
oszto´ja r, e´s dua´lis minima´lis ta´volsa´ga legala´bb 3, akkor a ko´d hossza legala´bb
(r − 1)q + (p− 1)r.
Maxima´lis ı´vnek nevezik a projekt´ıv s´ık egy olyan S ponthalmaza´t, melyet
minden egyenes pontosan 0 vagy r pontban metsz. Persze trivia´lis pe´lda´k az
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u¨res halmaz, egy pont, az affin s´ık e´s az ege´sz s´ık (r = 0, 1, q ill. q + 1).
Tova´bbi pe´lda´k ismertek (Denniston) minden pa´ros q esete´n, q minden r
oszto´ja´ra. Ball, Blokhuis e´s Mazzocca ala´bbi h´ıres e´s nehe´z eredme´nye a
fenti Theorem 10.15 egyszeru˝, egysoros ko¨vetkezme´nye´ve´ va´lt:
Corollary 10.17. Pa´ratlan q esete´n nem le´teznek nem-trivia´lis maxima´lis
ı´vek PG(2, q)-ban.
3.2. Vandermonde- e´s szuper-Vandermonde halmazok
Fentebb la´ttuk, hogy geometriailag e´rdekes halmazokbo´l GF(q) olyan
re´szhalmazai ado´dnak, melyeknek sok hatva´nyo¨sszege eltu˝nik. Eze´rt
e´rtelmes ke´rde´snek tu˝nt az ilyen elemhalmazok vizsga´lata. Legyen 1 < t < q.
Vandermonde-halmaznak nevezu¨nk egy T = {y1, ..., yt} ⊆ GF(q) halmazt, ha
pik =
∑
i y
k
i = 0 minden 1 ≤ k ≤ t− 2 esete´n. Azt mondjuk, hogy T szuper-
Vandermonde halmaz, ha pik =
∑
i y
k
i = 0 minden 1 ≤ k ≤ t − 1 esete´n.
Ko¨nnyu˝ la´tni (Vandermonde-determina´ns seg´ıtse´ge´vel, innen az elneveze´s),
hogy p|t esete´n a Vandermonde-, ku¨lo¨nben meg a szuper-Vandermonde hal-
mazok extrema´lisak abban az e´rtelemben, hogy enne´l to¨bb hatva´nyo¨sszeg
nem tu˝nhet el. (A Vandermonde-halmazt p|t esete´re Ga´cs e´s Weiner de-
finia´lta.) Ne´ha´ny pe´lda:
• GF(q) tetszo˝leges addit´ıv re´szcsoportja Vandermonde-halmaz;
• GF(q) tetszo˝leges multiplikat´ıv re´szcsoportja szuper-Vandermonde hal-
maz;
• ha azonos´ıtjuk AG(2, q)-t GF(q2)-tel, akkor ha veszu¨nk egy olyan hiper-
ova´list, melynek 2 idea´lis pontja van, akkor az affin re´sz Vandermonde-
halmaz GF(q2)-ben;
• ha azonos´ıtjuk AG(2, q)-t GF(q2)-tel, akkor egy kis Re´dei-fe´le le-
fogo´halmaz affin re´sze Vandermonde-halmaz GF(q2)-ben.
Sok nagyon nehezen klasszifika´lhato´, geometriailag definia´lt halmaz is
Vandermonde-fe´le, mint pe´lda´ul a hiperova´lisok (azaz (q + 2)-pontu´ olyan
halmazok, melyeket minden egyenes 0 vagy 2 pontban metsz), melyek klasszi-
fika´la´sa reme´nytelen feladatnak tu˝nik, eze´rt a´ltala´ban az sem va´rhato´, hogy
a (szuper-) Vandermonde-halmazokat teljesen le´ırjuk. Amit a 10. szakasz-
ban bemutatunk, az a kicsi e´s a nagy szuper-Vandermonde halmazok teljes
le´ıra´sa.
Theorem 10.12. (SzP, Taka´ts) Legyen T ⊂ GF(q) egy szuper-Vandermonde
halmaz. Ha |T | < p vagy |T | > q/p, akkor T egy multiplikat´ıv re´szcsoport
(vagy annak melle´koszta´lya).
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4. Ko¨szo¨netnyilva´n´ıta´s
Szeretne´k ko¨szo¨netet mondani ta´rsszerzo˝imnek, ko¨zu¨lu¨k is kiemelne´m azokat,
akikkel a te´ma´ban to¨bb ko¨zo¨s cikket is ı´rtunk: Aart Blokhuis, Simeon Ball,
Jo¨rg Eisfeld, Fancsali Szabolcs, Sandy Ferret, Ga´cs Andra´s, Leo Storme,
Szo˝nyi Tama´s, Taka´ts Marcella, Weiner Zsuzsa.
Ha´la´s vagyok csala´dom, szeretteim kitarto´ ta´mogata´sa´e´rt, seg´ıtse´ge´e´rt.
Ve´gu¨l, de nem utolso´sorban annak szeretne´k ko¨szo¨netet mondani, aki-
nek tala´n legnagyobb re´sze volt a jelen dolgozat megszu¨lete´se´ben: Szo˝nyi
Tama´snak, akito˝l ma´r dia´kke´nt eltanulhattam a sze´p ve´ges struktu´ra´k
ira´nti lelkesede´st, e´s aki azo´ta is sza´mtalan mo´don — tana´rke´nt, as-
pira´nsvezeto˝ke´nt, ta´rsszerzo˝ke´nt — seg´ıtette, seg´ıti munka´mat tana´csaival.
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